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SOBRE UN DELS TREBALLS D’EULER




Els treballs d’Euler en geometria pura són pocs i, entre aquests, pocs 
són aquells en els que utilitza el mètode de la geometria clàssica. Aquest 
article tracta sobre algunes de les proposicions que Euler va demostrar a la 
manera d’Euclides, concretament s’analitzen aquelles que van ser reunides 
sota el títol Variae demonstrationes geometriae i publicades el 1750 per l’Acadè-
mia de Ciències de Sant Petersburg a Novi Comentarii academiae scientiarum 
Petropolitanae. Avui dia aquestes proposicions es troben recollides a l’Opera 
Omnia en el volum XXVI de la primera sèrie amb la codificació E135. 
La publicació d’Euler E135 consta d’un petit pròleg i deu teoremes amb 
diversos corol·laris i escolis. Procedeixo a la presentació del contingut d’E135 
agrupant els resultats en tres parts. A la primera part donaré la demostració 
d’Euler d’una proposta de Fermat. A la segona part Euler demostra les ja 
conegudes en el seu temps “Fórmula d’Heró” i “Fórmula de Brahmagupta”, 
que permeten respectivament el càlcul d’àrees de triangles en general i de 
quadrilàters inscrits en cercles en funció dels costats. En aquest punt analitza-
ré la demostració d’Euler de la fórmula d’Heró, però no la de Brahmagupta. 
Finalment, a la tercera part, Euler troba la relació que hi ha entre la suma 
dels quadrats dels costats d’un quadrilàter i la suma dels quadrats de les 
seves diagonals. En aquest punt Euler diu que aquesta relació quadràtica 
no era coneguda fins que ell l’ha trobada, mentre que els enunciats dels 
altres resultats, sí que eren coneguts, tot i que mancaven les demostracions 
d’algun d’ells. Aquesta autoatribució d’Euler com a descobridor de la relació 
quadràtica entre costats i diagonals d’un quadrilàter no és correcta, ja que ja 
havia estat enunciada, demostrada i publicada el 1674 pel matemàtic valencià 
Josep Saragossà al llibre Geometria Magna in Minimis. A l’apartat 2.3 analitzo 
les demostracions d’Euler i Saragossà de la relació quadràtica entre costats i 
diagonals d’un quadrilàter.
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Per a la demostració d’aquesta proposició, Euler fa servir un lema que 
dóna una relació entre els quatre punts alineats A, R, S, B de la figura 1, el 
lema diu així 4:
“Si una línia recta AB es tallada arbitràriament en dos punts R i S, 
llavors el rectangle que té per costats les línies AB i RS juntament amb el 
rectangle que té per costats les línies AR i BS és igual al rectangle de costats 
AS i BR”.




P E F Q
Figura 1.
Euler obté la demostració d’aquest lema multiplicant primer per RS els dos 
membres de la igualtat AB = AS + SB i afegint-hi després el sumand AR·SB. 
Obté així la igualtat
AB·RS + AR·SB = AS·RS + SB·RS + AR·SB
Si ara es considera el factor comú SB en l’expressió SB·RS + AR·SB i es té 
en compte que AR + RS = AS.
S’obté la igualtat 
AB·RS + AR·SB = AS·RS + SB·AS
Aquesta última igualtat, si es té en compte el factor comú AS i que RS + SB 
= RB, dóna finalment la igualtat buscada.
4 “Lemma: Si linea recta AB utcunque secetur in duobus punctis R et S, erit rectangulum ex 
tota AB in partem mediam RS una cum rectangulo ex partibus extremis AR et BS aequale 
rectangulo ex partibus AS et BR, seu erit AB·RS + AR·BS = AS·BR” (EULER, 1750: 16).
Al llarg d’aquest article podrem veure una manera de fer d’Euler ben dife-
rent a la que hom acostuma a trobar en els seus escrits més coneguts. Euler es 
proposa fer un exercici de geometria a l’estil dels clàssics. En el pròleg Euler 
explica perquè utilitza el mètode clàssic de demostració geomètrica en comp-
tes del nou mètode analític, diu que com que no tothom coneix prou bé l’art 
analítica, havent ell trobat demostracions geomètriques d’aquests teoremes a 
la manera dels clàssics, ara les dóna a conèixer per tal que els practicants de 
la geometria pura en puguin tenir coneixement1. És ben interessant aquest 
comentari d’Euler, ja que dóna testimoni del fet que, a meitats del segle XVIII, 
els procediments analítics encara no eren prou ben coneguts per la totalitat 
dels geòmetres.
2.- Anàlisi del contingut d’E135.
2.1.- La proposició de Fermat.
La	primera part d’E135 tracta sobre un exercici de geometria que cent anys 
abans havia proposat Fermat. A més, Fermat demanava que es demostrés 
seguint el mètode de la geometria clàssica. Euler explica que encara no s’ha 
aconseguit una tal demostració, tot i que alguns ho havien intentat, i afegeix 
que ara ell presenta una demostració en termes del mètode clàssic de demos-
tració en geometria2.
Euler anomena “Teorema de Fermat” a la següent proposició (Figura 1)3:
“Si sobre el diàmetre AB d’un semicercle d’un cercle γ es considera el rec-
tangle ABFE de costats AB i AE, sent AE igual al costat del quadrat inscrit al 
cercle γ, i, des dels punts E i F es tiren línies rectes EM i FM convergents a 
un punt arbitrari M del semicercle γ, aquestes rectes tallaran al diàmetre AB 
en punts respectius R i S que compliran la relació AS2 + BR2 = AB2”.
1 EULER, 1750: 15. 
2 “Reperitur in commercio epistolico Fermatii propositio quaedam geometrica, quam 
Geometris demostrandam proposuit [...]” (EULER, 1750: 15).
3 “Theorema Fermatii: Si super semicirculi AMB diametro AB constituatur paralelogrammum 
rectangulum ABFE, cuius latitudo AE seu BF aequetur chordae quadrantis eiusdem circuli 
seu lateri quadrati inscripti, atque ex punctis E et F ad quodvis peripheriae punctum M 
ducantur rectae EM, FM, his diameter AB ita secabitur in punctis R et S, ut sit: AS2 + BR2 = 
AB2 ”(EULER, 1750: 17). 
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“L’àrea d’un triangle arbitrari es pot obtenir com a producte del semipe-
rímetre ’s’ del triangle pel radi de la circumferència inscrita al triangle”.
 
Això és immediat com es pot veure seguint la figura 2, en la que O és el 
punt d’intersecció de les bisectrius del triangle ABC, i OP = OQ = OR són 
els radis en els punt de tangència respectius de la circumferència inscrita al 
triangle. Llavors, es pot escriure que l’àrea del triangle (ABC) = ½ AB·OR + ½ 
AC·OQ + ½ BC·OP = ½ (AB + AC + BC)·OP. Si ara s’indica per la lletra “s” el 











Seguint amb la figura 2 es tenen les igualtats
AR + BP + CQ = s
AR = AQ = s – BC
BR = BP = s – AC
CP = CQ = s – AB
Aquestes igualtats s’obtenen fàcilment a partir de considerar que:
a) els triangles ARO i AQO són iguals, són iguals els triangles PCO i CQO 
i també ho són el BPO i el BRO.
b) es tenen les relacions
AR + BC + AC = (AR + RB) + (BP + PC)+ (CQ + QA) = 2AR + 2BP + 2CQ
S = AR + BP + CQ = AR + BP + PC = BC
2.1.1.- Demostració d’Euler de la proposició de fermat.
Euler complementa la figura 1 amb dues rectes auxiliars, la MP i la MQ, 
on P i Q són els punts en què les rectes MA i MB perllongades tallen a la recta 
EF perllongada. Llavors es veu que els triangles APE i QBF són semblants5. 
D’aquesta semblança resulta que PE·QF = AE·BF i, com que a més AE·BF = 
2EF2 ( ja que, per construcció, AE és igual al costat del quadrat inscrit en el 
cercle) resulta la igualtat 2PE·QF = EF2 . Aquesta última igualtat passada a la 
recta AB dóna la relació 2AR·SB = RS2. 
Finalment, es considera la igualtat AS + BR = AB + RS i elevant-la al qua-
drat s’obté
AS2 + BR2 + 2AS·BR = AB2 + RS2 + 2AB·RS
substituint ara 2AR·SB per RS2 resulta
AS2 + BR2 + 2AS·BR = AB2 + 2AR·SB + 2AB·RS
però pel lema previ es disposa de la igualtat AB·RS + AR·BS = AS·BR i per 
tant
AS2 + BR2 = AB2 que és allò que es volia demostrar.
2.2.- La fórmula d’Heró d’Alexandria.
A la segona part Euler dóna una demostració de la fórmula que per-
met calcular l’àrea d’un triangle conegudes les longituds dels tres costats. 
Aquesta era una fórmula ben coneguda des de l’antiguitat clàssica grega, 
Heró d’Alexandria (segle I dC) ja n’havia donat una demostració, però Euler 
en proposa una altra que diu que és més senzilla. Euler també comenta que 
la fórmula té demostració analítica, però que ell ho vol fer en termes de la 
geometria pura. 
Euler es basa en tres relacions que anomenaré R1, R2 i R3: 
Relació R1: 
5 El triangle APE és semblant al triangle QBF perquè els dos són rectangles i l’angle PAE és 
igual a l’angle BQF ja que APE + PAE = 1 recte = MPQ + MQP i APE = MPQ. 
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A partir de la igualtat OP·BC = AR·ON obtinguda en b) es té
OP·BC = AR·ON = AR·(PN- OP) = AR·PN – AR·OP.
Així doncs podem escriure
AR·PN = AR·OP + BC·OP.
I ara, utilitzant la relació R2, es pot escriure
AR·PN = (AR + BC)·OP = s·OP.
Multiplicant aquesta última igualtat per OP resulta la igualtat
AR·PN·OP = s·OP2.
Segons l’apartat c) es pot substituir en aquesta última igualtat PN·OP per 
BP·CP.
Llavors queda la igualtat
AR·BP·CP = s·OP2
la qual igualtat, tenint en compte que CP = CQ, dóna la relació AR·BP·CQ = 
s·OP2 que és allò que calia trobar per provar la relació R3.
Una vegada demostrades les relacions R1, R2 i R3, la fórmula d’Heró 
segueix de manera immediata com podem veure a continuació:
Multiplicant per s la relació R3 s’obté: s · AR·BP·CQ = s2·OP2 
I per tant  = 
I donat que s·OP = Àrea triangle ABC, d’aquí resulta la fórmula d’Heró.
Aquesta segona part d’E135 és completada per Euler amb la demostració 
d’una fórmula del tipus Heró pels quadrilàters inscrits a una circumferència.
L’àrea en aquest cas és .
On a, b, c i d són els costats del quadrilàter i s el semiperímetre.
Aquesta fórmula ja era coneguda almenys cap al segle VII dC a l’Índia i 
Relació R3:
Es compleix la igualtat s·OP2 = AR·BP·CQ.
Mentre que les relacions R1 i R2 són força immediates, la relació R3, que 
és la relació clau per arribar a la fórmula d’Heró, no és gens immediata i aquí 
Euler posà de manifest que també fou sagaç en el terreny de la geometria 
clàssica. 
Per la demostració de la relació R3 cal considerar en la figura 2 els punts 
auxiliars M i N que s’obtenen de la següent manera: el punt M és el peu de la 
perpendicular per B a la bisectriu de l’angle ACB i el punt N és la intersecció 
de la recta que passa per PO amb la recta que passa per BM. 
Llavors, per a demostrar la relació R3, Euler utilitza la semblança de les 
següents tres parelles de triangles 
a) El triangle BOM és semblant al triangle AOR6 i per tant 
b) El triangle CBM és semblant al triangle ONM7 i per tant 
D’aquestes dues proporcions es dedueix que  o, també, OP·BC 
= AR·ON
c) El triangle BNP és semblant al triangle OCP8 i per tant  
o, també, PN·OP = BP·CP.
Finalment s’obté la relació R3 efectuant el següent càlcul de segments:
6 BOM és semblant al triangle AOR, ja que tots dos són triangles rectangles i l’angle OAR és                 
igual a l’angle OBM, això últim no és gens immediat i es veu així: l’angle BOM i l’angle OBM 
sumen un recte, ja que el triangle BMO és rectangle i com que l’angle BOM és angle exterior 
del triangle BOC, és igual a la suma dels angles oposats que són ½ OBC i ½ OCB ja que BO i 
CO són bisectrius. Per tant ½ l’angle OBC + ½ l’angle OCB + l’angle OBM = 1 recte, i tenint en 
compte les bisectrius, aquesta última igualtat es pot escriure així ½ l’angle ABC + ½ l’angle 
ACB + l’angle OBM = 1 recte. D’altra banda, en el triangle ABC, ½ l’angle ABC + ½ l’angle 
ACB + ½ BAC = 1 recte, per tant, si comparem tenim que l’angle OBM = ½ BAC i ½ BAC és 
també l’angle OAR. 
7 El triangles CBM i PBN són semblants ja que són rectangles i l’angle CBM = l’angle PBN. 
També són semblants els triangles PBN i ONM ja que són rectangles i l’angle PNB = l’angle 
ONM. D’aquesta cadena per transitivitat es dedueix que el triangle CBM és semblant al trian-
gle ONM. 
8 Els triangles BNP i OCP són semblants ja que són rectangles i l’angle BNP = l’angle OCP.
E d u a r d  R e c a s e n s  G a l l a r t  volum ix 2 0 0 8
212
Treballs d’Euler en Geometria Clàssica: l’E135  volum ix 2 0 0 8
213
El resultat en qüestió és enunciat per Saragossà a la proposició 57 del 
segon volum de la Geometria Magna in Minimis (Toledo, 1674) i Euler enuncia 
la relació quadràtica esmentada al “corol·larium 4” de l’apartat 26 d’E135. 
Seguint a Euler l’enunciat d’aquesta relació quadràtica entre costats i dia-
gonals d’un quadrilàter és com segueix11:
“La suma del quadrats dels costats d’un quadrilàter és igual a la suma 
dels quadrats de les diagonals més quatre vegades el quadrat del segment 
que uneix els punts mitjans de les diagonals”. 








2.3.1.- la demostració d’Euler.
Euler dedueix la relació quadràtica anterior com un corol·lari (és el corol-
lari 4) del resultat que ha demostrat a l’apartat 26 d’E135 i aquesta demostra-
ció de l’apartat 26 es recolza en una construcció ad hoc que reprodueixo a la 
figura 4 que segueix.
10 Josep Saragossà és un matemàtic i astrònom espanyol nascut el 1627 a Alcalà de Xivert 
(Castelló) i mort a Madrid el 1679. La seva obra matemàtica més rellevant és la Geometria 
Magna in Minimis on, seguint amb la tradició geomètrica grega d’Euclides i Apol·loni de 
Perga, introdueix i desenvolupa nous conceptes i mètodes. Per un estudi detallat d’aquesta 
obra podeu veure RECASENS (1994).
11 EULER, 1750: 30.
era atribuïda a Brahmagupta; Euler comenta que una demostració d’aquesta 
fórmula l’havia publicat Naudé, el 1737, al Miscellaneis Berlinensibus, però 
que ell, Euler, la considerava massa complicada i no del tot geomètrica i 
que per aquest motiu ara ell n’oferia una de més senzilla i feta només en 
termes de la geometria pura. Euler elabora una demostració de la fórmula de 
Brahmagupta fent un llarg càlcul amb segments.
2.3.- La relació quadràtica entre costats i diagonals d’un quadrilàter. 
Finalment, Euler dedica la tercera part d’E135 a la demostració d’un resul-
tat que segons ell és totalment nou, segons diu9:
“Havent demostrat aquests teoremes ben coneguts de l’àrea d’un 
triangle i de l’àrea d’un quadrilàter inscrit en una circumferència, afegiré 
un teorema que, fins ara, ningú ha enunciat ni demostrat. Aquest teore-
ma fa referència a una remarcable propietat dels quadrilàters en general. 
Així com en els paral∙lelograms la suma dels quadrats de les diagonals és 
igual a la suma dels quadrats dels costats, en un quadrilàter que no sigui 
paral∙lelogram la suma dels quadrats de les diagonals és sempre menor que 
la suma dels quadrats dels costats i el defecte es calcula fàcilment”.
Avui dia aquest resultat d’Euler sobre quadrilàters sol incorporar-se com 
exercici als manuals universitaris de geometria bàsica, però al llarg del segle 
XIX i tot una bona part del XX formava part del corpus teòric dels manuals 
de geometria a l’ús sota el nom de “Teorema d’Euler”. 
Speiser, editor del volum 26 de l’obra completa d’Euler, comenta a la 
introducció que el principal resultat de Variae demonstrationes geometriae es 
troba al final, al “corollarium 4” de l’apartat 26, on es dóna la relació exacta 
que hi ha entre la suma dels quadrats dels costats d’un quadrilàter convex i la 
suma dels quadrats de les seves diagonals. Speiser escriu que probablement 
aquest resultat és original d’Euler i que es troba en una carta adreçada a G.W. 
Kraft amb data de 17 de febrer de 1748. 
És doncs oportú afegir en aquesta revisió de l’E135 d’Euler que aquest 
resultat que ell tenia com original seu ja havia sigut enunciat i demostrat 
setanta-cinc any abans per Josep Saragossà, matemàtic espanyol del XVII10.
9 EULER, 1750: 29.
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I sumant aquesta última igualtat membre a membre amb la igualtat (3), 
resulta la igualtat de l’enunciat de l’apartat 26.
AB2 + BC2 + CD2 + AD2 = AC2 + BD2 + DE2.
Euler comenta que en aquesta igualtat el segment DE ens informa de 
quant se separa el quadrilàter de ser paral·lelogram, ara bé, el segment 
DE és un segment afegit al quadrilàter, per això Euler, considera ara el 
segment PQ que uneix els punts mitjans dels costats BD i BE del trian-
gle DBE, i per tant 2PQ = DE, a més , P és el punt mitjà de la diagonal 
AC i Q és el punt mitjà de la diagonal BD, d’aquí se segueix la fórmula 
AB2 + BC2 + CD2 + AD2 = AC2 + BD2 + 4PQ2 enunciada en el corol·lari 4 de 
l’apartat 26 d’E135.
2.3.2.- la demostració de J. saragossà.
Per a demostrar la igualtat anterior, Josep Saragossà utilitza la fórmula 
bàsica de la teoria del centre mínim12 aplicada al cas homogeni que diu així :
Donats A1 ... An punts, si el punt M és el centre mínim d’aquests punts 
llavors per qualsevol punt X es verifica la igualtat
(4) (XA1)
2 + ··· + (XAn)
2 = (MA1)
2 + ··· + (MAn)
2 + n(XM)2.
Seguint el quadrilàter ABCD de la figura 5, on E, F, G, H són els punts 
mitjans dels costats AB, BC, CD, DA i S, R els punts mitjans de les diagonals 
AC, BD i indicant per cm el centre mínim de n punts, tenim que 
O = cm (A, B, C, D), E = cm (A, B), G = cm (D, C), H = cm (A,D),
F = cm (B, C), S = cm (A, C) i R = cm (B,D)
12 La Teoria del “centre mínim” es deu a J. Saragossà que la introdueix i desenvolupa al llarg 
del llibre Geometria Magna in Minimis (Toledo, 1674). Podeu veure un estudi d’aquesta teoria 
a RECASENS (1994). Si no es coneix aquesta teoria del centre mínim de Saragossà, per seguir 
la demostració de Saragossà de la relació quadràtica esmentada només cal pensar el centre 
mínim de n punts com el baricentre de n punts, entenent que tots els punts tenen el mateix 










La idea feliç d’Euler en la demostració es troba en la consideració dels 
tres paral·lelograms ADCF, BDEF i ABCE que resulten de la construcció dels 
punts E i F que es fa com segueix: primerament es construeix el punt E com 
intersecció de la recta que passa pel vèrtex C i és paral·lela al costat AB amb la 
recta que passa pel vèrtex A i és paral·lela al costat BC. A continuació s’ha de 
construir el segment DE i seguidament el punt F que resulta de la intersecció 
de la recta que passa pel vèrtex B i és paral·lela al segment DE amb la recta 
que passa pel vèrtex C i és paral·lela al costat AD. 
Ara Euler, utilitzant el conegut resultat de què en tot paral·lelogram la 
suma dels quadrats dels costats és igual a la suma dels quadrats de les diago-
nals, considera les següents relacions
(1) en el paral·lelogram ADCF: 2AD2 + 2CD2 = AC2 + DF2 
(2) en el paral·lelogram BDEF: 2BD2 + 2DE2 = BE2 + DF2
(3) en el paral·lelogram ABCE: 2AB2 + 2BC2 = AC2 + BE2
La relació que Euler vol demostrar resulta d’una encertada manipulació 
algebraica d’aquestes tres últimes relacions.
De (1) i (2) obté que 2AD2 + 2CD2 – AC2 = 2BD2 + 2DE2 - BE2 
O equivalentment 2AD2 + 2CD2 = 2BD2 + 2DE2 – BE2 + AC2
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EG2 + HF2 = 2EH2 + 2EF2 o també EG2 + HF2 = 2EH2 + 2EF2 = ½ DB2 + ½ AC2
Per tant (8) és pot escriure com 
(9) 4(OA2 + OB2 + OC2 + OD2) = (AB2 + BC2 + CD2 + AD2) + DB2 + AC2
D’altra banda, si multipliquem per 4 el dos membres de (7) obtenim la 
igualtat 
(10) 4(OA2 + OB2 + OC2 + OD2) = 2AC2 + 2BD2 + 4SR2
I de la igualació dels segons membres de (9) i (10) resulta la igualtat bus-
cada 
AB2 + BC2 + CD2 + AD2 = AC2 + BD2 + 4SR2.
2.3.3.- Comentaris a les demostracions d’Euler i saragossà.
Per a la demostració d’aquesta relació quadràtica entre els costats i les dia-
gonals d’un quadrilàter tant Euler com Saragossà es basen en la proposició 
122 del llibre VII de Pappus d’Alexandria13 que diu que “en tot triangle la 
suma dels quadrats de dos costats és igual al doble del quadrat de la mitjana 
concurrent amb ells més la meitat del quadrat del tercer costat”. 
Euler fa servir la proposició 122 de Pappus quan utilitza, sense demostra-
ció, el fet que “en tot paralel·logram la suma dels quadrats dels costats és igual 
a la suma dels quadrats de les diagonals”, ja que aquest resultat s’obté com a 
conseqüència directa de la proposició de Pappus. En el cas de J. Saragossà, la 
proposició de Pappus és precisament el cas particular de la fórmula bàsica de 
la Teoria del centre mínim en el cas homogeni quan s’aplica a dos punts.
És interessant ressaltar que la demostració de Saragossà és més general 
que la d’Euler en el sentit que la demostració de Saragossà també val si els 
vèrtexs del quadrilàter no són coplanaris i, d’altra banda, Saragossà utilitza 
un mètode de càlcul que també serveix per a trobar altres relacions quadràti-
ques mentre que la demostració d’Euler està completament lligada a la figura 
que especialment construeix pel cas.











Si en la fórmula del centre mínim (4) fem X = O, A1 = A i A2 = B resulta la 
igualtat
oA2 + OB2 = 2EA2 + 2EO2
I si fem X = O, A1 = C i A2 = D resulta la igualtat
OC2 + OD2 = 2DG2 + 2OG2
Sumant aquestes igualtats s’obté la igualtat
(5) OA2 + OB2 + OC2 + OD2 = ½ AB2 + ½ CD2 + EG2
De manera anàloga s’obtenen les igualtats (6) i (7) següents
(6) OA2 + OB2 + OC2 + OD2 = ½ AD2 + ½ BC2 + HF2
(7) OA2 + OB2 + OC2 + OD2 = ½ AC2 + ½ BD2 + SR2
Sumant les igualtats (5) i (6) s’obté la igualtat 
(8) 2(OA2 + OB2 + OC2 + OD2) = ½ (AB2 + BC2 + CD2 + AD2) + EG2 + HF2
Si tenint en compte que HEFG és un paral·lelogram, el terme EG2 + HF2 
esdevé
E d u a r d  R e c a s e n s  G a l l a r t  volum ix 2 0 0 8
218
Quaderns d’Història de l’Enginyeria  volum ix 2 0 0 8
219
Finalment cal dir que no disposem de cap indici que fes pensar que Euler 
coneixia la Geometria Magna in Minimis de Saragossà, més si es té en compte 
que aquesta obra va restar pràcticament desconeguda en el seu temps. 
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In 1698 Denis Papin constructed the first steamboat in the Holy Roman 
Empire. He eventually achieved a favorable result with Savary’s steam engine 
on board. Did any Central European continue his achievements in order to 
pave the way for the success of the Western inventors Joffroy D’Abbanas, 
Fitch, Rumsay, and Fulton? Many Papin’s followers were simply forgotten 
and Gabriel Gruber (*1740 Vienna; † 1805 St Petersburg) was one of these.
Gruber was trained in the best Jesuit tradition with Rudjer Bošković, who 
visited Ljubljana at least three times. Gruber arrived in Ljubljana on June 4, 
1768, and the following year he began to teach at the college. Nobody was 
surprised when Gruber was hired as an expert to build the Ljubljana canal, 
between March 9, 1771 and December 10, 1777, although he was still young at 
thirty years old. Between June 4, 1772 and May 1, 1781, from his head office 
at the Carniolan capital Ljubljana he directed navigation on half the rivers of 
the Habsburg Empire. At the same time he taught at the Ljubljana mechanical 
school, instructing craftsman and ship’s captains. He was in charge of the best 
ship modeling department in all the Habsburg Monarchy. 
As a navigational director, Gruber had the opportunity of constructing his 
machine ship model in his late thirties. His work is well documented at the Styrian 
provincial archive (Landesarchiv). It is our claim that he built one of the forgotten 
forerunners of the later steamboats. He was not just an extremely able physicist, 
but also developed the rare ability to hire the very best available experts for his 
navigational projects. Jurij Vega was one of his most distinguished students.
2.- Euler’s influence on Gruber and Vega’s Steamboats.
Daniel Bernoulli and his St. Petersburg collaborator Leonhard Euler devel-
oped several improvements of the steamship idea. In 1738, Daniel compared 
